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Задача 1. Решить уравнение: .01
1

1
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−
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x
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Решение. 

2 2
2

2 2 2 2

2

1 x dy 1 x y dx
y y 1, y 1, dy , 1 y arcsin x C,

1 y dx 1 y 1 y 1 x

C arcsin x 1 y .

− −′ = − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ − − = − +
− − − −

= − −

 

 

Задача 2. Решить дифференциальное уравнение : .
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2
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−
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Решение. Разделим числитель и знаменатель на x:  

,
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x

y
x

y

y
−

+
=′  

Введем замену .xuuyuxyu
x

y ′+=′⇒=⇒=  
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2

du 1 2u du 1 u 2 u dx
u x , x , du ,

dx 2 u dx 2 u 1 u x
+ + −+ = ⇒ = ⇒ = ⇒
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1 y 1 y
2arctgu ln 1 u ln x lnC, 2arctg ln 1 ln x ln C.

2 x 2 x
− + = + ⇒ − + = +  

 

Задача 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения : .
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Решение. Пусть : ,
1

1
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kxx
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Пусть 
k 2h 3 0 k 1

, .
4k h 3 0 h 1

+ − = = 
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 Тогда  
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Введем замену .1111
1

1 xuuyuxyu
x

y ′+=′⇒=⇒=  

2 2
1

1 1 1 2
1

1
2 2

1

1 2u 1 2u u du (1 u) 4 u dx
u u x , u x , x , du ,

4 u 4 u dx 4 u (u 1) x

1 u 3 dx
du ,

u 2u 1 (u 1) x

+ − + − −′ ′+ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
− − − −

 − + = − + − 
∫ ∫
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2 2
1 1

2 2
1 1

1 2
1 1 1

1 3 1 3
ln u 2u 1 ln x C, ln (u 1) ln x C,

2 u 1 2 u 1

1 y x 1 (y x) x 1
ln 1 ln x C, ln ln x 1 C.

2 x y x 2 (x 1) y x

− − + − = + ⇒ − − − = + ⇒
− −

  − −− − − = + ⇒ − − = − +  − − − 

 

Задача 4. Найти решение задачи Коши: .0)0(,2sin
2

1
cos ==−′ yxxyy  

Решение. Имеем уравнение вида )()( xfyxPy =+′ , Пусть .uvy =  

Разделим переменные в этом дифференциальном уравнении относительно функции v , находим 
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Задача 5. Решить задачу Коши: .,0)1( 1|
2 eydyxydxy x ==−+ =  

Решение. 2
2

dx dx x 1
y (xy 1) 0, 0.

dy dy y y
+ − = ⇒ + − =  

Пусть .uvx =  

2 2

dx uv 1 v 1
u v uv , u v uv 0, u v u v 0.

dy y y y y

 ′ ′ ′ ′ ′ ′= + ⇒ + + − = ⇒ + + − = 
 

 

Разделим переменные в этом дифференциальном уравнении относительно функции v , находим 

1) ,,0
y

v

dy

dv

y

v
v −==+′   .

1
lnln,

y
vyv

y

dy

v

dv =⇒−=−=  

2) ,0
1

2
=−′

y
vu  

2

1 1 du 1 dy
u , , du , u ln y C,

y y dy y y
′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = +  

)(ln
1

Cy
y

x += -общее решение ДУ. 

;11| −=⇒== eCey x  

)1(ln
1 −+= ey
y

x -частное решение ДУ. 
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Задача 6. Найти решение задачи Коши: .3)1(,ln)(3 2 ==+′ yxyyyx  

Решение. Запишем уравнение в виде .
3

ln2

x

xy

x

y
y =+′  

Пусть 
2 2uv u v ln x

y uv, u v uv .
x 3x

′ ′= ⇒ + + =  

1) Пусть ,0=+′
x

v
v тогда 

dv v dv dx 1
, , ln v ln x v .

dx x v x x
= − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ =  

2) ,
ln22

x

xvu
vu =′  

2

3 2 2

du 1 u ln x du ln x 1 ln x 1 x
, dx, C, u ,

dx x x u x u x ln x 1 Cx
1

y ,
ln x 1 Cx

−⋅ = ⇒ = ⇒ − = − + ⇒ = ⇒
− −

=
− −
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Задача 7. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: .0)2()sec( 22 =+++ dytgxxydxxyy  

Решение. 
2 2P(x, y) y ysec x, Q(x, y) 2xy tgx,= + = +  

2
2 2

P 1 Q 1
2y sec x 2y 2y ,

y cos x, x cos x
∂ ∂= + = + = +
∂ ∂
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Задача 8. Для данного дифференциального уравнения методом изоклин построить интегральную кривую, 

проходящую через точку. Дано уравнение : ).1,0(, Mxyy =′  

Решение. ,xykconstky =⇒==′ ,
x

k
y = т.е. гипербола. 
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Задача 9. Найти общее решение дифференциального уравнения: .022 =′′+′′′ yxctgy  

Решение. Выполним замену : y z(x), y z (x)′′ ′′′ ′= ⇒ = . Тогда 

z
z ctg2x 2z 0, z 2 0.

ctg2x
′ ′+ = ⇒ + =  

Предположим, что .uvz =  

uv v
u v uv 2 0, u v u v 2 0.

ctg2x ctg2x

 ′ ′ ′ ′+ + = ⇒ + + = 
 

 

Пусть .0
2

2 =+′
xctg

v
v  Тогда  

dv v dv dx
2 , 2 ,

dx ctg2x v ctg2x
= − ⇒ = −  ln v lncos2x v cos2x.= ⇒ =  

1 1

1 1 2

1 2 1 2 3

du
u v 0, cos 2x 0, u C , z C cos 2x.

dv
1

y C cos 2xdx C sin 2x C .
2

1 1
y C sin 2x C dx C cos2x C x C .

2 4

′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

′ = = +

 = + = − + + 
 

∫

∫

 

Задача 10. Найти решение задачи Коши: .6)2(,1)2(,72 3 =′==′′ yyyy  

Решение. Замена: y z(y), y z (y) z(y).′ ′′ ′= ⇒ = ⋅  

3 3 3
y

z
z z 72y , z 72y , z z 72 y y,

y
∂′ = ⇒ = ⇒ ∂ = ∂
∂ ∫ ∫  

2 4 2 4 2 2 2 4
1 1. 1 1 1

1
z 18y C , z 36y 2C z (y ) (y ) 36y 2C 36 36 2C C 0.

2
′ ′= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =

4 4
2

2

dy dy 1
y 36y , y 36y , dx, y

dx 6y 6(x C )
′ ′= ⇒ = = ⇒ = ⇒ = −

+∫  
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C

 .
136

1

−
−=

x
y  



x-math.narod.ru 

Задача 11. Найти общее решение дифференциального уравнения: .123 2xyyy −=′+′′+′′′  

Решение.  Решение будем искать в виде суммы общего решение и частного: .
ЧНОООН

yyy +=  

Решим сразу однородное уравнение. Составим для него характеристическое уравнение: 

023 23 =++ λλλ -характеристическое уравнение. 

Корни характеристического уравнения: ,2,1,0 321 −=−== λλλ  

x
ОО

eCCCy −++= 321 -общее решение однородного уравнения. 

Найдем теперь частное решение неоднородного уравнения. 

2 3 2
ЧН ЧН

3 2

2 2

2 2

y (Ax Bx C)x, y Ax Bx Cx,

y 3Ax Bx C, y 6Ax 2B, y 6A,

6Ax 4Bx 2C 18Ax 6B 6A 1 x ,

6Ax x(18A 4B) 6A 6B 2C 1 x .

= + + ⇒ = + +
′ ′′ ′′′= + + ⇒ = + ⇒ =

+ + + + + = −

+ + + + + = −

 

1 4
6A 1 A , 18A 4B 0 B , 6A 6B 2C 1 C 3.

6 13
= − ⇒ = − ⇒ + = ⇒ = ⇒ + + = ⇒ = −  

Отсюда 






 −+−= 3
3
4

6
1 2 xxxy

ЧН
- частное решение неоднородного уравнения. 

Общее решение 

.3
3

4

6

1 232
321 xxxeCeCCy xx

OН −+−++= −−  

Задача 12. Найти общее решение дифференциального уравнения: .)1216(254 xexyyyy −−=−′+′′−′′′  

Решение. .
ЧНОООН

yyy +=  

Найдем общее решение однороного уравнения. 

054 23 =+− λλλ -характеристическое уравнение. 

,1,2 3,21 == λλ  

xx
ОО

exCCeCy )( 32
2

1 ++= -общее решение однородного уравнения. 

Найдем теперь частное решение неоднородного: 

2 x 3 2 x
ЧН ЧН

3 2 2 x

3 2 2 x

3 2 2 x

3 2

y (Ax B)x e , y (Ax Bx )e ,

y ( Ax Bx 3Ax 2Bx)e ,

y (Ax Bx 6Ax 4Bx 6Ax 2B)e ,

y ( Ax Bx 9Ax 6Bx 18Ax 6B 2B)e ,

10Ax x (48A 10B) x(34B 42A) 6A 14B 16 12x.

− −

−

−

−

= + ⇒ = +
′ = − − + +
′′ = + − − + +
′′′ = − − + + − − +

− + − + − + − = −

 

7 3
42A 34B 12 A , 6A 14B 0 B .

16 16
− + = − ⇒ = ⇒ − = ⇒ =  

Отсюда ( ) x
ЧН

exxy −+= 23 37
16

1
- частное решение неоднородного уравнения. 

Общее решение ( ) .37
16

1
)( 23

32
2

1
xxx

OН exxexCCeCy −++++=  
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Задача 13. Найти общее решение дифференциального уравнения. .7sin37cos2 xxyy +=+′′  

Решение. .
ЧНОООН

yyy +=  

02 =+ λλ -характеристическое уравнение. Его корни: ,1,0 21 −== λλ  

x
ОО

eCCy −+= 21 -общее решение однородного уравнения. 

ЧН
y Acos 7x Bsin 7x, y 7Asin 7x 7Bcos7x, y 49Acos 7x 49Bsin 7x,

49Acos7x 49Bsin 7x 7Asin7x 7Bcos7x 2cos7x 3sin 7x,

(7B 49A)cos7x ( 7A 49B)sin 7x 2cos7x 3sin 7x.

′ ′′= + ⇒ = − + ⇒ = − −
− − − + = +

− + − − = +
 

17
A ,7B 49A 2, 350 .

7A 49B 3 133
B

2450

 = −− = 
⇒ − − =  = −



 

Отсюда xxy
ЧН

7sin
2450

133
7cos

350

17 −−= - частное решение неоднородного уравнения. 

Общее решение 

.7sin
2450

133
7cos

350

17
21 xxeCCy x

OН −−+= −  

 

Задача 14. Найти общее решение дифференциального уравнения: .2cos6sin2 xexxyy +−=+′′  

.
ЧНОООН

yyy +=  

02 =+ λλ -характеристическое уравнение. 

,1,0 21 −== λλ  

x
ОО

eCCy −+= 21 -общее решение однородного уравнения. 

.2cos6sin22

,2cos6sin2sincossincos

,sincos

,cossin

,sincos

xx

xxx

x

x

x
ЧН

exxCe

exxCexBxACexBxA

CexBxAy

CexBxAy

СexBxAy

+−=

+−=++++−−

+−−=′′
++−=′
++=

 

.122 =⇒= CC  

Отсюда 
x

ЧН
ey = - частное решение неоднородного уравнения. 

Общее решение 

.21
xx

OН eeCCy ++= −  


